Grapheninder Schule
Gerd Baron, TU-Wien

Warnung: Es sind nicht Funktionsgraphen, also Schaubilder von Funktionen gemeint.

Was denn dann?

In einigen neuen Schulblichern tauchen neue Gebilde auf. Als Netzpline oder Sy-
stemdarstellungen getarnte Figuren aus Knoten (Punkten, Kistchen) und Kanten (Ver-~
bindungspfeilen), eben Graphen, erobern nun auch die Schule.

Wo traten und treten sie in der Schule noch auf? Als Darstellungsform von Mo~
dellen haben sie sogar eine ficherubergreifende Funktion.

Welche Fragen kann man mit Ihrer Hilfe beantworten?

Welche neuen Algorithmen (und Denkmethoden) kann man an lhnen erarbeiten?

Wir wollen die Antworten auf einige dieser Fragen wenigstens andeuten.

Dazu missen wir natlrlich, um eine etwas exaktere Vorgangsweise zu ermdgli-
chen, die Studienobjekte erst definieren.

Unter einem Graphen G verstehen wir ein Paar von Mengen V(G) und E(G). Die
Elemente von V(G) heiBen Knoten (Punkte, Ecken; engl. vertices, daher V) und die
Elemente von E(G) heiBen Kanten (Verbindungen, Bdgen; engl. edges, daher E). Ach-
tung! In manchen Blichern wird, aus Ecken und Kanten hergeleitet, die Bezeichnung E(G)
statt V(G) und K(G) statt E(G) verwendet. Den Kanten werden durch eine Zuord-
nungsvorschrift f die Knoten, die sie verbinden entweder als geordnetes Paar (gerich-
tete Kante) oder als ungeordnetes Paar (ungerichtete Kante) zugeordnet. Treten die
Paare hdchstens einmal als ,Bilder” von Kanten auf, so kann man die Kanten mit den
Knotenpaaren identifizieren, und E(G) als Teilmenge der Menge aller geordneten Paare
von Knoten (gerichteter Graph) oder ais Tellmenge der Menge aller ungeordneten Paare
von Knoten (ungerichteter Graph) auffassen. Ein Graph ist also als geordnetes Tripel
G={V(G),E(G),f> oder als Paar G=<V(G),E(G)> mit der entsprechenden Teilmengenre~
lation gegeben.

Ein Teil H von G, der selbst wieder ein Graph ist, heiBt Tellgraph von G. Es gilt
also V(HISV(G) und E(H)SE(G) und H Graph. Nimmt man bel gegebenem W=V(H) alle
mdglichen Kanten von G in H auf, so erhdlt man einen allein durch W bestimmten
(maximalen, gesittigten) Teilgraphen, den von W aufgespannten Tellgraphen von G.
Der durch W=V(G) aufgespannte Tellgraph Ist G selbst. Daher heiBt ein Teligraph H
mit V(H)=V(G) spannender Tellgraph von G.




Netzwerke entstehen aus Graphen, indem man den Kanten reelle Zahlen als Be-
wertungen zuordnet. Musterbelsplele sind StraBennetze mit lhren Lingen in Kilome~
tern oder als Fahrzeit in Minuten oder Stunden. Oder Kanalnetze mit den Kapazitdten
der Kanalabschnitte als Bewertung. Ebenso Zustandsdiagramme mit den Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten als Bewertung.

Viele weitere Grundbegriffe der Graphentheorie entstanden aus solchen Interpre—
tationen oder konnen sich zumindest in diesen leicht gemerkt werden. Wie zum Bei-
splel die fast sich selbst erklirenden Begriffe wie Kantenfolge (geschiossen, offen;
gerichtat) und Kantenzug (keine Kante mehrfach) und Weg (ungerichtet; offen) oder
Bahn (gerichtet; offen) oder Pfad (jeweils auch kein Knoten mehrfach). Sind sie ge~
schlossen, so spricht man von Kreisen bzw. Zyklen. lhre Linge Ist zunidchst Im Gra-
phen die Anzahl der Kanten in ihnen.

Kann man in einem ungerichteten Graphen zwischen je zwel Knoten einen Weg
finden, so heiBt er zusammenhingend. Ansonsten sind seine zusammerhingenden Teile
die Zusammenhangskomponenten. Bel gerichteten Graphen unterscheidet man zwi~
schen starkem Zusammenhang (zwischen je zwel Knoten eine Bahn, also mit BerUck-
sichtigung der Einbahnregelung; normale Autofahrer) oder schwachem Zusammenhang
(ohne Rucksicht auf die erlaubte Richtung der Kanten; Einsatzfahrzeuge und typische
Radfahrer).

Ein zusammenhingender, ungerichteter, krelsloser Graph heiBt Baum. Ist der Graph
nicht notwendigerweise zusammenhingend, aber kreislos, dh. seine Komponenten sind
Baume, so heiBt er Wald.

Baume sind nicht nur in der Natur, sondern auch in der Graphentheorie schon
sehr zeitig aufgetreten. Sie sind dadurch besonders ausgezeichnet, daB die Anzahi der
Kanten stets um eins kieiner ist als die Anzahl der Knoten.

In der Chemie spielen die Biume bei der Darstellung der kettenférmigen Kohlen=
wasserstoffe naturgemiB eine besondere Rolle. Aber sie waren nicht die ersten Gra-
phen in der Chemie. Der Kekule-Ring mit den drei Doppelkanten war das frihere Mu-
ster, sogar der Vorldufer der Graphen schlechthin. Heute sind die Graphen der Fulle-
rene besonders interessant und auch besonders schon.

Ein (eventuell gerichteter) Kantenzug, der jede Kante genau einmal enthilt, heiBt
(offene bzw. geschlossene) Eulersche Linle. Enthilt er jeden Knoten genau einmal, so
heiBt er (offene bzw. geschlossene) Hamiltonsche Linie (bzw. Krels). Wihrend die
Existenz einer Eulerschen Linle in einem Graphen sehr leicht entschieden werden
kann, ist die Entscheidung Uber einen Hamiltonschen Kreis ein sehr hartes Problem.
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Eulersche Linien treten nicht nur in den Aufgaben in den Wochenendausgaben von
Zeitungen unter dem Titel ,Zeichnen In elnem Zug, ohne abzusetzen™ auf, sondern mit
derselben Problemsteliung auch beim Plotten von groBen Figuren. Da das Absetzen und
wieder Aufsetzen des Zeichenstiftes Zeit kostet. Ebenso treten sie bel der StraBen-
relnigung auf.

Hamiltonsche Linien, speziell Kreise treten beim Problem des Handlungsreisenden,
bzw. beim Brieftrigerproblem auf.

Die Isomorphie von Graphen ist wie bel allen mathematischen Strukturen durch die
Strulktur erhaitende Abbildungen definlert. Bel Graphen milssen also die Knoten und
Kanten so abgebildet werden, daB zwischen den Urbildern genau dann eine Zuordnung
besteht, wenn sie auch zwischen den Bildern besteht.

Ein ebener Graph ist ein geometrischer Graph, dessen Knoten Punkte in der Ebe-
ne sind, und dessen Kanten stlickweise glatte Kurvenbdgen zwischen den Knoten
sind, die auBer ihren Endpunkten keine weiteren Punkte gemeinsam haben. Ein Graph
heiBt plittbar oder planar, wenn er zu einem ebenen Graphen isomorph ist.

Die Isomorphie von Graphen ist vor allem in der Chemie zur Untersuchung und
Wiederauffindung (in Datenbanken) von verschledenen, komplizierten chemischen Ver-
bindungen mit groBen Molekillen von enormer Bedeutung. Schon Cayley hat sich mit
der Anzahl der nicht isomorphen, der Isomere eines kettenformigen Kohlenwasser—
stoffs beschiftigt und damit die Suche nach allen isomeren erst ermdglicht oder zu-
mindest vereinfacht.

Die Planaritit von Graphen splelt besonders in der Entwicklung von gedruckten
Schaltungen bzw. Mikrochips eine bedeutende Rolle.

in Netzwerken kann man abhingig von der Interpretation der Kantenbewertungen
aus dlesen eine Bewertung von Tellgraphen oder Kantenfolgen herleiten. Bel Fahrzeiten
oder Weglingen oder Baukosten wird man die Summe der Einzelbewertungen neh-
men. Bel Kapazititen oder Flussen wird man fur Kantenfolgen das Minimum, aber fur
gewisse Teilgraphen als Vereinigung von Kantenfolgen die Summe der Bewertungen
(Flusse) dieser Kantenfolgen nehmen. Ahnlich auch bel Ubergangswahrscheinlichkeiten,
nimlich das Produkt lings einer Kantenfolge und die Summe Uber die einzelnen Kan-
tenfolgen. Hier ist das Rechnen mit Matrizen eine adiquate Vorgangsweise.

Manchmal werden auch noch den Knoten Bewertungen zugeordnet. Oder auch den
Kanten meherere Zahlen, die dann entweder untere und obere Schranken fur eine
.Losung" bedeuten kinnen, oder ganz verschiedene Bedeutung haben kdnnen, wie z.B.
Kapazititen und Kosten je Einheit transporierter Guter.




Damit konnen dann Warenflisse von den Produktionsstitten zu den Abnehmern
mit Mindestabnahmen und maximalen Produktionen behandelt werden, wobei sogar
Uber die Transport- oder Zwischenhandeiskosten die billigste Lésung gesucht werden
kann.

Fur die verschiedensten hier angerissenen Probleme gibt es mehr oder weniger
effiziente Aigorithmen. Eine Klasse davon sind die sogenannten Markierungsalgorith-
men, bel denen der Relhe nach die Knoten des Graphen nach erfulit sein gewisser Be-
dingungen In seiner Umgebung mit festen oder varlablen Marken versehen werden.
Nach dem Durchlauf einzelner Schrittfolgen des Algorithmus werden dann die Mar-
kenverteilungen in gewisse Eigenschaften des Graphen Ubersetzt. Z.B. kann man sich
leicht einen solchen Algorithmus flir den Zusammenhang, bzw. den starken Zusam-
menhang eines Graphen Uberlegen. Eine wiederholte Anwendung dieses Algorithmus
kann sogar die Bestimmung der Zusammenhangskomponmenten ermigiichen.

Beispielsweise kann man von einem Knoten ausgehend alle Uber Kanten erreichba-
ren Knoten mit +1 markieren, und dann alle Nachbarn (direkten Nachfolger) der mit
+1 marklerten Knoten ebenfalls mit +1 markleren, solange bis keine Verdnderung mehr
moglichst. Alle mit +1 markierten Knoten sind dann von dem Startknoten aus erreich-
bar.

Varllert man den obigen Algorithmus dahingehend, daB man bel der Bestimnmung
der Markierung eines direkten Nachfolgers stets seine Marklerung mit der Summe
aus der Markierung des Knoten und der Bewertung (Linge) der entsprechenden Kante
vergleicht und die kleinere der beiden Zahlen als Markierung verwendet, so bekommt
man nicht nur Information Uber die Erreichbarkeit, sondern sogar Uber die Distanz,
also die Linge des kirzesten Weges vom Startknoten zu allen erreichbaren Knoten.
Diese kiirzesten Wege kann man sogar aus den Distanzen leicht rekonstruieren.
Selbstverstindlich werden eigenlich nicht kirzeste Wege, sondern kurzeste Kantenfol-
gen konstruiert. Eine solche existiert und ist ein Weg genau dann, wenn kein Zyklus
negativer Linge (Summe der Kantenbewertungen) durchlaufen werden kann, well sonst
eine oftmalige Durchlaufung diese Zyklus die Gesamtlinge beliebig klein werden lassen
kann.

Wihit man statt der kleineren der beiden Zahlen stets die gréBere und existiert
kein Zyklus positiver Linge, so kann man damit auch den lingsten Weg bestimmen.

Die Algorithmen zur Bestimmung maximaler bzw. kostenminimaler Flusse auf Gra-
phen sind schon etwas komplizierter. Wir mussen dafur auf die Literatur verweisen.
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Bei der Untersuchung von Gewinnstrateglen fur Spiele auf Graphen, bei denen ein
Spielstein abwechseind von den beiden Spielern lings Kanten von einem Knoten zu ei-
nem direkten Nachfolger gezogen wird, und jener Spieler verliert, der nicht mehr zie-
hen kann, spielt die sogenannte Grundyfunktion elen entscheidende Rolle. Sie ist defi-
niert als eine Funktion die jedem Knoten eines gerichteten Graphen eine natlirliche
Zahl zuordnet. Ist dabei fiir jeden Knoten die Bedingung erfullt, daB sein Funktionswert
die kleinste naturliche Zahl ist, die unter den direkten Nachfolgern nicht vorkommt, so
heiBt eine solche Funktion Grundyfunktion des Graphen. Enthilt der Graph keinen Zy-
klus (azyklischer Graph), so existiert stets genau eine Grundyfunktion. Diese kann be—
stimmt werden, indem man zuerst den Knoten von denen keine Kanten wegfuhren den
Funktionswert O zuordnet. Dann werden jeweils Konten, deren simtliche Nachfoiger
schon bestimmte Funktionswerte haben, die kieinste unter diesen Zahlen nicht vor—
kommende natiirliche Zahi als Funktionswert zugeordnet. DaB dies tatsichlich funktio~
niert, folgt aus der leicht einzusehenden Feststellung, da8 jeder azyklische Graph min-
destens einen Knoten haben muB, von dem keine Kante wegfilhrt.

Haben wir nun die (oder bei nicht azyklischen eine) Grundyfunktion, so kann man
das Spiel nicht verlieren, wenn man stets auf einen Knoten mit dem Funktionswert O
zieht. Der Gegner hat entweder verloren , oder er muB ja dann auf einen beliebigen
Nachfoiger ziehen, und der hat einen Funktionswert grtBer als O. Unter seinen direk-
ten Nachfolgern muB aiso die Null wieder auftreten, und man kann selbst wieder dort-
hin ziehen.

Auf den ndchsten Seiten wollen wir einige Beispiele von Graphen und Netzwerken
mit ihren Bewertungen und magichen Problemen zusammenstellen. Im Vortrag wurden
dazu auch entsprechende Bilder gezeigt, die wir leider nicht wiedergeben konnen.

AbschlieBend seien noch einige Blicher genannt, die derzeit leicht beschaffbar,
weitere flr Lehrer und Schiler verstiandliche Informationen zu diesem interessanten
und modernen Geblet der Mathematik enthalten.

Klaus WAGNER - Rainer BODENDIEK Graphentheorie Bd. |-ill. Bl Wissenschaftsverlag.
Lutz VOLKMANN Graphen und Digraphen; Eine EinfUhrung in dle Graphentheorie.
Springer-Verlag, Wien - New York.




Gebiet: Geometrie

Graph: Polyederkantenmodell
Bewertungen:

Operation:

Probleme: verschiedene Polyeder, |somorphie von Graphen

Gebiet: Chemie

Graph: Strukturformein, MolekUimodelle mit Bindungen
Bewertungen: Bindungsenergien

Operation:

Probleme: Verschiedenhelt, |somorphie

Gebiet: Blologie i
Graph: Doppelhelix, DNS mit Bindungen
Bewertungen:

Operationen:

Probleme: Anzahlbes timmungen

Geblet: Wahrscheinlichkeitsrechnung

Graph: Wahrscheinlichkeltsbaum

Bewertungen: Wahrscheinlichkeiten

Operation: Muitiplikation

Probleme: Bedingte Wahrscheinlichkeiten,Anordnungen nach Endknotenwahrschein-
lichkeiten, Huffman-tree

Gebiet: Physik

Graph: Zustandsdiagramme mit Uberglingen
Bewertungen: Ubergangswahrscheinlichkelten
Operation: Muitiplikation

Probleme:  Wahrscheinlichste Ubergangsketten

Geblet: Geographie

Graph: Systeme von Flussen

Bewertungen: Lingen

Operation: Summe

Problerme: Herausarbeitung von charakteristischen Parametern zur Unterscheidung

von geologischen Elgenschaften der FluBsysteme.
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Gebiet:
Graph:

Bewertungen:

Operation:
Probleme:

Gebiet:
Graph:

Bewertungen:

Operation:
Probleme:

Gebiet:
Graph:

Bewertungen:

Operationen:
Probleme:

Gebiet:
Graph:
Bewertungen:
Operation:
Praobleme:

Informatik
Ablauf- und Blockdiagramme fUr Programme
Rechenzeiten

Summe, mit Erwartungswerten gewichtete Summen
Komplexitdt, Korrektheit

Informatik

Datenbanken, Struktur- und Entscheidungsbiurme, Suchbiume
mittlere Zugriffszeiten, Hiufigkeiten

Komplexitdt, Sicherheit

Linguistik

Satzstruktur, Stazteile und ihre Beziehungen

Satz- und Wortanalyse; Sprachunterschiede, Stilunterschiede
Relationen, z.B. Tellbarkeit, Tellmengen

Hasse-Diagramm oder volistindige Relation

transitiver AbschluB oder minimaler erzeugender Graph (Hasse-Dia-

gramm), Hohe und Breite, d.h. maximale Kettenlinge und Anzahi paarweise dis-
junkter Ketten

Gebiet:
Graph:
Bewertungen:
Operation:
Probleme:

Gebiet:
Graph:
Bewertungen:
Operation:
Probleme:
Netz

Verkehr

StraBen-, Bahnnetz

Lange, Fahrzeiten

Summe

kiurzeste Wege, Erreichbarkeit

Kandle

Kanalnetz

Kapazititen, DurchfluBmengen/Minute

Minimum

Wege mit maximaler Kapazitit, maximale Fiisse durch das geasamte
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Gebiet: Telephon

Graph: Telephonnetz

Bewertungen: Ubertragungsrate, Kapazultit; Fehlerwahrscheinlichkeit

Operation: Minimum; Produkt

Probleme: Zusammenhang, spannende Bidume, Routensuche mit maximaler Kapazi-
tit, Neusuche bel Auftreten von Stdrungen oder grofier Fehlerwahrscheinlichkeit

Gebiet: Einkaufszentren; Feuerwehr, Rettung

Graph: StraBennetz

Bewertungen: Fahrzeiten; relative Hiufigkeit der Fahrten, Einwohnerzahlen in den Kno-
ten ’

Operation: Summe, gewichtete Summe der Distanzen oder der maximalen Distanz

Probleme: Zentren (Zentralpunkte oder Mengen), Mediane

Gebiet: Versorgung

Graph: Quellen (Produzenten) Senken (Abnehmer) Zwischenhindier und Ver-—
kehrsnetz

Bewertungen: Kapazititen und Kosten als Gewichte

Operation:

Probleme: Flusse auf Graphen, lineare Optimierung

Gebiet: Produktion

Graph: Zustinde und Uberginge

Bewertungen: Dauer, Arbeitszeit
Operation: Summe
Probleme: Arbeitsablauf, lingste Wege, CPM

Gebiet: Splele auf Graphen

Graph: Spielbrett, oder Zustinde/Zugméglichkeiten
Bewertungen:

Operation:

Probleme: Gewinnstrategien suchen, Grundy-Funktion, Kerne

Geblet: Elektrotechnik

Graph: Schaltkreisa, gedruckte Schaltungen
Bewertungen: AusmaBe, Dicke, Widerstinde oder Kapazitdten
Operation:

Probleme: Planaritit, oder Zerlegung in moglichst kleine Anzahl von planaren Teil~
graphen, maximale planare Teilgraphen




